IpakTunune 3ansarra Nel9-20.
Tema: O04uCICHHS HEBJIACHHUX IHTErpaJiB. 3aCTOCYBAHHSI BU3HAYEHOI0
iHTerpasna.
Meta: HapunTHCh 004YHMC/JII0BATH HEBJIACHI iHTErPaJIu Ta 3aCTOCOBYBATH
BH3HAYEHI iHTerpaJm 10 3a1a4 reomMerpii.

Kopotki TeopeTrnuni BizomocTi
Osuauennsi. Heenacuum inmeepanom I poody (3 HeCKiHUeHHOI BepXHbOIO
b

medicero) Bin ¢yHkii f(X) HasuBaeThCsl TpaHHWIA BiJ IHTErpajia J. f(x)dx mpu
a

+o0 b
b — +001 mo3HaUaeTHCS TAK: I f(x)dx = |lim I f (x)dx. (1)
a b—+0 a

Osnauennus. Hesnacnum inmeepanom 11 pony (Big HeoOMexkeHOT GhyHKIIIT

b
f(x)). HasuBaeTses |jm J. f (x)dx i mosmauaeres

e—>+0g4¢
b b
[f(x)dx=[im [ f(x)dx (2)
a E>0a4¢

PosriissHeMo reoMeTprudHI 3aCTOCYBaHHS BU3HAYCHOTO iHTETpaia.

1. Obuucnenns niowi niockoi gicypu.
1. ®irypa oomexena minismu Yy = f(X),y =0, x =a, x = b (puc.1). ®yukmis f(X)
— mnenepepBHa Ta f(X)>0. Ilmoma S Takoi KpuBOJiHINHHOI Tpamemii 3a

T€OMETPUYHUM 3MICTOM BH3HAYEHOTO 1HTErpajia TaKa:
b
S :J f(x)dx . (3)
a

Sxmio x (X)) <0 (puc. 2), To oty Girypu 00UUCITIOIOTH TaK:

b
S=| [ f(x)dx|.

Puc. 1 Puc. 2 Puc. 3



2. dirypa oomexena mHisMu X=@(y), X=0, y=c¢, y=d (puc. 3). Dynkiis

d
X =@(y) — nmenepepBHa Ta @(Yy) > 0. [Tmoma S Takoi ¢irypu S = jgp(y)dy.
c

SAxmo ¢(y) <0 (puc.4), To S=

d
[o(y) dy

3. dirypa obmexena miHismu Y = f(x), y=g(x),x=a,x=Db. Oynkmii f(x) Ta
g(x) — menepepsui Ta f(x) > g(x) mia x e[a; b] (puc. 5). [Tnoma S Takoi dirypu

BU3HAYAETHCS SIK Pi3HUI ol Giryp ad,B.b ta ad,B1b, TodTO
b
S=[(f()—g(x))dx (4)
a

yl

Puc. 4 Puc. 5
Axo ¢irypa oOMexeHa napaMmeTpuyHO 3aaHOI0 KPUBOIO

X = X(t),
y=y(t), a<t<p,
npsMuMHE X =a, X =D i Biccro Ox, To i mioma 00UUCIIOETHCS 3a GOPMYJIIOIO
B
s =[y(t)x'(t)dt, ()

ne X(a)=a, x(f)=Db i y(t) >0 =a Bigpizky [a; b].

11. OGuucneHHs 06’emy Tija.
O06’em Ttina V,, yTrBopeHoro o0epTaHHAM HaBKojo oci OX ¢irypu, oOMexeHoi

niHismu Y = f (X) >0,y=0,x=a, Xx=Db (puc. 8), o6uncmoroTh 3a hopmyIoro:

v, = [ (F () o ©)

Awnarioriuno 00’em Tina V, yrBOopeHOro obepraHHsM Hakoio oci Oy dirypw,

oOMexxeHo1 miHisMu x = 0, X = (o(y) >0, y=c, y=d, 3HaxoaaTh TaK

v, = (ply)dy @



3pa3ku po3B's3yBaHHS BIIPaB

1. Mocnigutu Ha 301’KHICTh HEBJIACHI 1HTETpaJIU:

i dx 0 dx K
a) 0) ; B) [e*dx.
_{o 4 + x? _I

Po36’a3anns. 3a o3HaueHHSM HEBIACHOTO 1HTErpajia | poxy Maemo:

0 b b
) T tim (2~ fim [—1 J: lim (—1+1j:1.
1 X b—w7 X b—o0 X1 b—ow b
OT1xe, iHTErpai 301KHUN 1 TOPIBHIOE OJTUHMUIII.
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OT:xe, HEBIACHU 1HTETpaJl PO301KHUIA.
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P ): lim (eo —ea)+ lim (eb —eo)=1—0+oo—1:oo.
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1
2. locninuty Ha 301KHICTh 1HTErpaiu: a) J'%, 0) J' d_x
X 7 X

Po36’s3anns. 3a 03HaUeHHSAM HEeBIacHOTO iHTerpania Il poxy maicraemo:

1 dx 1 2 Th
a) [——=lim [x 2dx=1lim| 2x2" |=1lim 21— /z)=2
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TOOTO HEBJIACHUM 1IHTETPaJl PO301KHUM.
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gjzlim(lnllng):oo



3. O6uucnutu mwionty Girypu, ooOMeKeHo1 JTHIIMHU: y=\/§ , ¥=0, x=1, x=4.
Pos3é ’szanns. Tlobyayemo ¢irypy, oOMexkeHy 3agaHiuMH JiHisMu (puc.1).

Ockisibku  QyHKIIIS y=\/§ HemepepBHa 1 HEBiJA'€éMHa Ha Binpi3ky [1;4], To, 3a
dbopmyioro (3) MaeMo:

1
4 4 1 2Ma o4 3|4 3 3

S=j&dx=jx2dxz>1<_ :% _2VX :2‘/4»_2\/1»=E_3=E:4E_
1 1 E_|_:|_:|_ E 1 3 1 3 3 3 3 3 3

4. O6uncauTy oty (Girypu, oGMeKeHol mHisMu: y=x*—2x, y=4—x°,

Po3zé’azannsa. Hacammepen 3o00pasumo ¢irypy, oOMeEXeHy 3aJaHUMU
minisvu. Tpadikom yHKuii y=x*—2x € mapaGoa, riIku sikoi HampasieHi Bropy (60
KOe(ilIEHTH TIPU x* € mogataum). 11106 noOyyBaT napadoily, JOCTaTHbO 3HAUTH
BEPIIMHY Mapaboiy Ta TOYKU NEPETUHY 3 OCSIMU KOOPAHHAT.

. b
AGcuucy BepmuHU napaboiu 3HaiemMo 3a (Gopmylioro X=—2—, ne b —
a

Koe(]illieHT TIpU X, @ — KOEPIIIEHTH MpHU x%. Orxe, X= _ﬂzl' [TigcTaBuBIIH

x=1 y dyHkmito y=x*-2x, 3HaiineMo OpAHHATY BepMHU mapabomu: y=1>-2-1=—1.
Omxe, A(1:~1) — BepmmHa napaboun y=x"—2x.

3Hail1IeMO TOYKH MepeTuHy napadou y=x"~2x 3 OCSMH KOOpAMHAT.

X=0;
3 Biccro aberuc: Y=0 < x~2x=0 < x(x-2)=0 < OTtxe, B(0;0) i C(2;0) —
X=2.

TOUKH MEPETHHY Mapaboim y=x’—2x 3 BiCCIO abCIIHC.

3 Biccio opauHar: x=0 = y=0°-2.0=0. Omxe, B(0;0) — TOUKH mepeTHHY
napaboi y=x"—2x 3 BiCCIO Op/IHHAT.

[To3nauumo touku A(1;-1), B(0;0), C(2;0) na mromuni XOY i moOymyemo
napaboiy Y=x’—2x, BpaxOBYIOUH TIPH LBOMY, IO il BITKM CIIPSIMOBaHi BrOpY.

I'padixom byrKii y=4-x* Takox € mapabona. Ii BiTKH cripsiMOBaHi BHH3, 60
KoedimienTn mpu x° € Bin’ eMHIM.

0 2
3HaiiieMo BepuMHy Tapabom y=4-x> X =——— = — =0, y=4-0"=4.
p y nap y oa 2.(-1) y

Omxe, D(0;4) — Bepiunna mapabomu y=4—x°.

3HaiiIeMO TOYKH MEePEeTUHY mapadoiu y=4—x* 3 OCSIMH KOOPIHHAT.

X=-2;
3 Biccro abemuc: y=0 < 4x*=0 < x*=4 & Otxe, K(-2;0) i C(2;0) —
X=2.

TOUKH TepeTHHy mapabomn Y=4—x* 3 Biccio abcmuc. Bepumma D(0;4) € TOUKOI0
nepeTHHy napabonu y=4—x> 3 BicCIO OpAHHAT.



[Toznaummo Ttoukum D(0;4) i K(-2;0) ma mmomuai XOY 1 moOymyemo
napabony y=4—x°, BpaxOBYIOUH TIPH I{bOMY, LIIO il TIIKM HATIPABICH] BHH3.
3HaiiIeMO TOYKW TMEpeTUHY 3amaHux JiHid. lle mo3BomuTh, Mo-mepiie, TOYHIIIe
noOyayBaTu Il JIiHII 1, MO-Apyre, aOCHMCH TOYOK IEPETHHY IOTPIOH1 s

NOJAJIBIIOTO PO3B’si3yBaHHA. Jlis IIbOrO pO3B’SDKEMO  BIAMOBIAHY CHCTEMY
PIBHSHB.

y:x2—2x; 4—x2=x2—2x 2x2—2x—4:0; X2 —x—2=0;
< S S
y=4—x% Y=4—X% y:4—x%
[(x=-1 [(x=-1;
X=-1
y=4-(-0% |ly=3
= X= 21 = e LY-—-+3
X=2; X=2; 1
y=4-x%; 1
y=4-2° LLy=0. |
Orxe, L(-1;3) 1 C(2;,0) — Touku mepeTHHY K-z 1
3agaHux JiHiA. [lo3Hauumo touky L(-1;3) Ha T
riouHl XOY (Touka C BiKe MO3HAYECHA). T yo4-x2
ACDLB — ¢irypa, oOMexeHa 3aJaHUMU JIHISIMU:
y=x’—2x, y=4—x* (puc. 2). 3uaitaemo ii wromy S. 12683

Ockinbku dymkmii  y=4-x" i y=x*—2x
nenepepsHi Ha Bigpisky [-1:2] i (4-x))>(x*-2x) mms Beix xe[-1:2], To ms
3HaxoKeHHs mwiont ¢irypu ACDLB Bukopuctaemo hopmyiy (4).

2 2 2
S:I@—XZ—QZ—ZX»R:I@—XZ—X2+2XbX::IF2X2+2X+4ﬁX:
-1 -1 -1

2

3 2 2 3
=l 2. % 2. X Lax| = -@L+x2+4x
3 2 1 3 1

=—3§E+22+42—{—31§93+04f+4~@1ﬂ=

:—1§+4+8—g—1+4=—1§—2+15=—6+15:9.
3 3 3 3

5. OOuucauT 00’€M TiJIa, YTBOPEHOro oOOepTaHHSIM HaBKoyuo oci Ox
¢birypu, oOMeKeHO1 JTHIIMU X = y2 +2y+6, x-3y—-26=0,y=0,nmpuy>0.

Poze’azannsa. byayemo 3amani miHIT Ha KOOpPAWHATHIN TUIOMIMHI 1
IITPUXYBAHHAM BM3HAYa€EMO Ty dirypy, AKa

3a YMOBOIO 3aj1a4i 00epTaeThcst HaBkoiio oci Ox. Lle 6yne dirypa MoMsMs (puc.3).




Puc. 3
O6’em Tina, yTBOpeHOro oOepTaHHsM ¢irypu HaBkojlo oci Ok,

o0uuncmoeThes 3a hopmyioro (7).
Jlns snaxomxenns Gynkiii y = f(X) BUKOHaeMO Taki mepeTBOPEHHS:

_ y2 _ 2
X=y°+2y+6 _ Xx—5=(y+1) .
y>0 y>0

=y=vJx-5-1= f(x)=vVx-5-1.

O6uucanMo 00’ eMu TiJIa 0OEpTaHHS Ta KOHYCa:

MM, M- ﬁj( )dx nj(x 2\/x -5 — 4)

2 R 41
— 7 X2 _4al/x-5) —ax || =3958m;
2 3 .
Vi mom, :%n(M2M7)2 ‘MM, :%25-15:1257r.

2 . b .
Omxe, 00’eM Tina 00epTanHs Vi, v v, AOPIBHIOE:

Vi,mm, =(395,8—-125)7=27087.

3
6. ObuncnuTy JOBXUHY MiBKyOiuHOT mapabomu y = (X + 1)4 , —1<x<4.
Po3é’azanns. 3a hopmynoro (9) maemo:




2
4 1 4 4

=] 1+[g(x+1)2J dx = j‘/1+%(x+1)dx:%j\/9x+13dx:
-1 -1 -1
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3aBaaHHA 11 CAMOCTIHOI po0oTH

Ne 1. O6uncnuTH 1HTErpanu abo BCTAHOBUTH iX pO30IKHICTD:

1)j X [, ) [xeraxi

X%+ X JOXP 42X+ 2 .
4) J-arctgxo| : 5) J-In_xOI . 6)]‘-’ >;2dx _
X +1 o X+ 7
(Bionosiow: 1) In2; 2) x; 3) 0,5; 4) %2;
5) po301KHUI; 6) pOo301KHMIA. )

Ne 2. O6uncnuTy iHTErpaau abo BCTAHOBUTH iX pO301KHICTD:

S B P D et

2 Y (4—x)° o (X— 1) o X2 —4x+3

r ¢ odx . b

5) ; 6) [ xIn xdx-
! f(x 1)2 ! xIn x ~([
3
(Bionosiow: 1) 225; 2) pO30IKHUIA; 3) po30iKHMIA;
4) 6; 5) po30ixKHMIA; 6) -0,25.)

Ne3. OOuncnuTu miomy Qiryp, sika 0OMexeHa JIHISIMHU
1) y=x*+2x, y=x+2; 2) y=2x—x?, y=—X
3) xy=4, x=1, x=4, y=0; 4) y=-Ix, y=—x+2,y=0;

5) Actpoinor x=2cos’t,y =2sin’t;

6) OnHiero apkoro nukiIoinu X =a(t — sint), y = a(l— cost) i Biccro Ox;



7) Kapnioinoo p=a(l—cose); 8) Kpuoro p =5sin3¢p.
(Bionosiown: 1) 4,5, 2)4)5; 3) 8In2; a) %;

257

3. 2. 3T 5.
5) = 6) 37a‘; 7) 22a%; 8) ==
)2 ) 37 )2a )4

Ne 4. O0uUCIUTH TOBXKUHY AYTH KPUBOI:
1) y=2x Bix Touku O(0; 0) no A(1; 2);
2) y=Inx Big x=+/3 10 x=+/8;

3) Actpoinu x =5co0s’t,y =5sint;

4) OnHi€l apku nukioign X = a(t — sint), y = a(l — cost);

5) Kapmioinow p=a(l—cose); 6) Kpusoi p = 23in3% :
(Bionosiov: 1) V2 +In(L++2); 2) 1+%|ng; 3) 30; 4) 8a;
5) 8a; 6) 3r.)

Ne 5. 3Haiit 06’€M Tijia, yTBOPEHOT0 00epTaHHIM (irypu, 0OMEKEHO1 JTIHISIMHU:
1) Xy =4, Xx=1, x=4, y =0 HaBkoJso oci Ox;

2) 2y =x?, 2x+2y—3=0 HaBkojio oci Ox;
3) y:%x2 +2X+2, y=2 HaBkoio oci Oy,

4) y* =4 —x, x=0 HaBkoso oci Oy;
5) Actpoinoro x=acos’t,y=asin’*t HaBkoiao oci Oy;

6) OnHi€ero apKoro HUKIOinN X = 4(t —sint), y = 4(1— cost) HaBkoj0 oci Ox.

(Bionosiow: 1) 127 ; 2) &; 3) 64—”;
15 3
g) 227 5) 22 za’; 6) 32072 )

15 105

Ne 6. 3HaiiTH 110Uy MOBEPXHI, yTBOPEHOI 00EpTaHHSIM KPHUBO:

3
1)y :X? BiJl X=—2 10 X =2 HaBKoJo oci Ox;

2) y? =4 + X, 10 BIATHHAETHCS MPSAMOI0 X = 2 HaBKOJO oci Ox;



3) Onuiel apku nukioign x = a(t —sint), y = a(l — cost) HaBkoso oci Ox;
4) Actpoimn x =acos®t,y =asin®t HaBkoa0 oci Ox.

(Bionosiow: 1) MTY_Z”; 2)62_” 3) 847 64” a?: )12” a’.)



