
Самостійна робота №19 

 

Тема: Лінійні однорідні системи першого порядку зі сталими 

коефіцієнтами. 

Мета: Освоїти методику розв’язування лінійних однорідних систем 

першого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

 

Короткі теоретичні відомості 

 

Лінійна однорідна система першого порядку зі сталими коефіцієнтами має 

вигляд 
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де nyyy ,,, 21  – невідомі функції, ,,1, niconstpij   .,1 nj   Числа ijp  називають 

коефіцієнтами системи. 

Введемо позначення 
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Тоді систему рівнянь (1) можна записати у матричній формі 

.yPy          (3) 

Розв’язок системи (3) шукаємо у вигляді 

,xey         (4) 

де  - n  - компонентний сталий вектор,  - скалярна величина. 

Знайшовши похідну xey   та підставивши yy ,  у (3), дістанемо 

    xx ePe    , 

    0 xx ePe   , 

   0)(  xePE   

або після скорочення на функцію 0xe  маємо 

  0  PE .    (5) 

Оскільки для існування нетривіального розв’язку (4) системи (3) необхідно 

,0  то дістаємо з (5) рівняння відносно  : 

0 PE .          (6) 

Рівняння (6) називається характеристичним рівнянням системи (1). 

Характеристичне рівняння системи має n -порядок. Згідно з основною 

теоремою алгебри, рівняння (6) має на комплексній площині nk   різних 

коренів k ,,, 21   кратності krrr ,,, 21   відповідно, причому nrr
k

i

ii  
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,1 . 



Нехай всі корені рівняння (6) прості, тобто nk  . Візьмемо довільний 

корінь i . Тоді , згідно (5), маємо : 

  0 ii PE  .      (7) 

Ранг матриці PEi   дорівнює 1n , так як i – простий корінь. Отже, 

вектор 
i  визначається з точністю до довільного множника : iii c   ( ic - 

скаляр) : 
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причому хоча б один із коефіцієнтів ji  дорівнює одиниці. 

По характеру коренів характеристичного рівняння знаходять частинні 

лінійно незалежні розв’язки системи наступним чином : 

а) кожному дійсному простому кореневі i  відповідає частинний розв’язок 
x

ii
iey
 ; 

б) кожній парі комплексно-спряжених простих коренів i  та i  

відповідають два частинні розв’язки x

iii
ieyy
ReRe1   і x

iii
ieyy

ImIm2  . 

Загальний розв’язок системи (1) має вигляд  

,2211 nn ycycycy        (9) 

де 
nyyy ,,, 21  - лінійно незалежні розв’язки, nccc ,,, 21  - довільні постійні. 

Нехай характеристичне рівняння системи (6) має кратні корені, тобто nk  . 

Тоді серед його коренів i  є хоча б один кратний корінь кратності 2ir . 

Загальний розв’язок системи (1) шукатимемо у вигляді 

,qBy       (10) 

де B - квадратна матриця n - порядку з невідомими елементами, nq  - 

компонентний вектор виду 
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Враховуючи вигляд векторів iq , неважко переконатись, що має місце 

рівність  

,qQq              (13) 

де Q - цілком визначена квадратна матриця порядку n . Підставивши (10) в (3) 

з урахуванням (13), матимемо тотожність .qPBqBQqBy   Звідси дістаємо 

матричну рівність 



0 PBBQ     (14) 

відносно невідомої матриці B , тобто 2n  рівнянь відносно елементів ijb  цієї 

матриці. Загальний розв’язок системи (1) залежить від n  довільних сталих. 

Тому, наприклад, залишивши діагональні елементи матриці B  довільними, 

,,1, nicb iii   із (14) виразимо решту її елементів через довільні сталі ic . Після 

чого загальний розв’язок системи (1) записується згідно (10). 

 

Приклад 1. Розв’язати систему 
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Розв’язання. Запишемо матриці P  і PE  : 
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Згідно (6) отримаємо характеристичне рівняння системи (15) : 

,06
1

4

1

2
2 








 




 PE  

яке має прості дійсні корені .2,3 21    

Знайдемо частинний розв’язок системи 1y , що відповідає ко-реневі 1 . Для 

цього запишемо систему рівнянь   011   PE  : 
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Позначивши 21  через довільну сталу 1c , дістанемо 12112111 ,44 cc   . 

Запишемо 1  у вигляді 111 c   : 
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Отже, кореневі характеристичного рівняння 31   відповідає частинний 

розв’язок xey 3
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Для кореня 32   отримаємо : 
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Взявши 212 c , знайдемо 222 c . Тоді 
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Функція xey 2
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кореневі характеристичного рівняння 22  . 

Загальний розв’язок системи (15), згідно (9), має вигляд 
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Приклад 2. Розв’язати систему 
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Розв’язання. Маємо : 
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Характеристичне рівняння системи 
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має прості комплексно-спряжені корені i221   і i222  . Знайдемо 

частинний розв’язок системи 1y , що відповідає кореню 1 . Згідно (7) 

отримаємо :  
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Взявши 111 c , отримаємо 121 )21( ci , тобто  
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Виділивши дійсну та уявну частини з 1y , отримаємо лінійно незалежні 

дійсні розв’язки системи: 



,
2sin22cos

2cos
2

11

xe
xx

x
y 










  ,

2cos22sin

2sin
2

12

xe
xx

x
y 










  

які відповідають комплексно-спряженим кореням характеристичного 

рівняння i22  і i22 . 

Загальний розв’язок системи (16) має вигляд  
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Приклад 3. Розв’язати систему  
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Розв’язання. Маємо  
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Отже, характеристичне рівняння має вигляд 
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Отримане рівняння має дійсний корінь 21   кратності 21 r . Тому будемо 
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Для відшукання елементів 2112 ,bb  матриці B , згідно (14), дістанемо 

рівняння : 
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Отримане матричне рівняння еквівалентне системі алге-бричних рівнянь : 
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Звідси знаходимо залежність елементів 2112 ,bb  від довільних сталих 21 ,cc  : 

2121212 , ccbcb  .  

Отже, загальний розв’язок системи (17), згідно (10), має вигляд 
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